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Mở đầu

Trong chương trình Toán phổ thông, Tổ hợp là một trong những nội dung

quan trọng luôn xuất hiện trong các đề thi THPT Quốc gia, trên các tạp chí

toán học, blog toán học, trong các đề thi học sinh giỏi hay kì thi Olympic. Tổ

hợp luôn được đánh giá là một nội dung tương đối khó. Các bài toán tổ hợp

thường đòi hỏi học sinh hiểu chính xác những mối quan hệ giữa các đối tượng

được xét mà đôi khi bằng ngôn ngữ cũng khó diễn đạt một cách đầy đủ. Các

bài toán về Tổ hợp mặc dù đã được nghiên cứu từ rất lâu nhưng đến hiện nay

vẫn luôn có sức hấp dẫn, là niềm đam mê của nhiều nhà toán học trên thế giới,

thu hút được sự yêu thích của các thầy cô dạy toán và học sinh.

Trong môn Đại số và giải tích, các dạng bài tập liên quan đến Tổ hợp luôn

là các bài tập thú vị nhưng thường khá phức tạp. Đặc biệt là những bài toán,

đề thi dành cho học sinh giỏi thì học sinh phải nắm được các kiến thức nâng

cao, đây là các phương pháp giải nâng cao không có trong chương trình đại trà

cũng như chương trình nâng cao ở bậc phổ thông.

Xuất phát từ thực tế trên, với mong muốn đưa ra một số bài toán Tổ hợp

dành cho học sinh khá, giỏi và lời giải của chúng dựa trên các kiến thức nâng

cao chưa được trình bày tường minh trong SGK phổ thông, tác giả đã lựa chọn

đề tài "Một số bài toán Tổ hợp dành cho học sinh khá, giỏi" làm hướng

nghiên cứu cho luận văn của mình.

Mục đích của luận văn là tìm hiểu và trình bày cách giải một số bài toán Tổ

hợp dành cho học sinh khá, giỏi. Luận văn có nhiệm vụ: Tập hợp và đọc hiểu các

tính chất, các nguyên lý, các phương pháp thường được vận dụng để giải quyết

các bài toán tổ hợp nói chung, một số bài toán tổ hợp dành cho học sinh khá,

giỏi nói riêng; Sưu tầm một số bài toán Tổ hợp trong các đề thi tuyển sinh Đại

học, Cao Đẳng; đề thi THPT Quốc Gia; đề thi chọn học sinh giỏi trong nước.

Sau đó đưa ra lời giải các bài toán đó.

Ngoài phần mở đầu, kết luận, tài liệu tham khảo luận văn được trình bày
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trong hai chương:

Chương 1. Một số kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, luận văn trình bày một số tính chất, các nguyên lý, các

phương pháp thường được vận dụng để giải quyết các bài toán tổ hợp nói chung,

một số bài toán tổ hợp dành cho học sinh khá, giỏi nói riêng như: quy tắc cộng,

quy tắc nhân, nguyên lý bao hàm và loại trừ, nguyên lý chim bồ câu, định lý

Ramsey, tổ hợp lặp, bài toán chia kẹo của Euler,. . . . Các nội dung này được vận

dụng để giải quyết các bài toán được trình bày trong Chương 2.

Chương 2. Một số bài toán tổ hợp dành cho học sinh khá, giỏi

Trong chương 2, luận văn sẽ trình bày lời giải một số bài tập tổ hợp khó,

dành cho học sinh khá giỏi được phân theo các chủ đề, gắn với cơ sở của lời giải.
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Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

1.1 Quy tắc cộng, quy tắc nhân

1.1.1 Quy tắc cộng

Giả sử một công việc có thể được thực hiện theo phương án A hoặc phương

án B. Có n cách thực hiện phương án A và có m cách thực hiện phương án B.

Khi đó công việc có thể được thực hiện bởi m+ n cách.

Quy tắc cộng cho công việc có thể được thực hiện theo một trong k phương

án A1, A2, . . . , Ak. Có n1 cách thực hiện phương án A1, có n2 cách thực hiện

phương án A2,. . . và nk cách thực hiện phương án Ak. Khi đó công việc có thể

được thực hiện bởi n1 + n2 + · · ·+ nk cách.

Chú ý 1.1.1. Quy tắc cộng có thể được phát biểu dưới dạng sau: Nếu A và B

là hai tập hợp hữu hạn không giao nhau thì số phần tử của A∪B bằng số phần

tử của A cộng với số phần tử của B, tức là

|A ∪B |=|A |+|B|.

1.1.2 Quy tắc nhân

Giả sử một công việc nào đó bao gồm hai công đoạn A và B. Công đoạn A

có thể làm theo n cách. Với mỗi cách thực hiện công đoạn A thì công đoạn B có

thể làm theo m cách. Khi đó công việc có thể được thực hiện theo nm cách.

Quy tắc nhân cho công việc với nhiều công đoạn được phát biểu như sau:

Giả sử một công việc nào đó bao gồm k công đoạn A1, A2, . . . , Ak. Công đoạn A1

có thể được thực hiện theo n1 cách, công đoạn A2 có thể thực hiện theo n2 cách,



4

. . . , công đoạn Ak có thể được thực hiện theo nk cách. Khi đó công việc có thể

thực hiện theo n1n2 · · ·nk cách.

1.2 Nguyên lý bù trừ

1.2.1 Nguyên lý bù trừ cho hai tập hợp

Số các phần tử trong hợp hai tập A và B bằng tổng các phần tử của mỗi tập

trừ đi số phần tử của giao hai tập hợp, tức là

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| .

Nếu A là một tập trong X, phần bù của A trong X kí hiệu là A. Nếu A,B là hai

tập trong X thì

|A ∪B| = |X| − |A ∪B| = |X| − (|A|+ |B|) + |A ∩B|.

Nhưng A ∪B = A ∩B, vì vậy

|A ∩B| = |X| − |A ∪B| = |X| − (|A|+ |B|) + |A ∩B|.

1.2.2 Nguyên lý bù trừ cho ba tập hợp

Với ba tập A,B,C thì

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩ A|+ |A ∩B ∩ C|

Cho tập hợp A và các tập con A1, A2, A3 ⊂ A. Khi đó∣∣A1 ∩ A2 ∩ A3

∣∣ = |A| − |A1| − |A2| − |A3|+ |A1 ∩ A2|+ |A1 ∩ A3| − |A1 ∩ A2 ∩ A3|

Nguyên lý bao hàm và loại trừ dạng tổng quát:

|X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn| =
∑

1≤i1≤n

|Xi1| −
∑

1≤i1<i2≤n

|Xi1 ∩Xi2|+ · · ·

+ (−1)k+1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n

|Xi1 ∩Xi2 ∩ . . . ∩Xin|+ · · ·

+ (−1)n+1 |X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xn| .

Hay

|X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn| =
n∑
k=1

(−1)k−1X (n, k),
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trong đó

X (k, n) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

|Xi1 ∩Xi2 ∩ · · · ∩Xik |.

Trong tổng X(n, k) bộ (i1, i2, . . . , ik) lấy tất cả các tổ hợp chập k của n và như

vậy X (n, k) là tổng của Ckn số hạng. Nói riêng ta có

X (n, 1) = |X1|+ |X2|+ · · ·+ |Xn|

và

X (n, n) = |X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xn| .

1.3 Nguyên lý chim bồ câu, định lý Ramsey

1.3.1 Nguyên lý chim bồ câu

Giả sử dùng r chiếc lồng để nhốt tất cả n+ 1 con chim Bồ câu với n ≥ r. Khi

đó có chiếc lồng phải nhốt ít nhất
[
n

r

]
+ 1 con chim ([x] là phần nguyên của số

thực x).

Chứng minh. Giả sử không có một chiếc lồng nào nhốt nhiều hơn hoặc bằng[
n

r

]
+ 1 con chim, có nghĩa mỗi lồng nhốt nhiều nhất là

[
n

r

]
con chim. Vì[

n

r

]
≤ n

r
nên r ·

[
n

r

]
≤ r · n

r
= n < n + 1. Khi đó tổng số chim được nhốt hết

trong r lồng nhiều nhất là n < n+ 1 con chim, mâu thuẫn.

Ví dụ 1.3.1.

(i) Trong bất kỳ một nhóm 367 người thế nào cũng có ít nhất hai người có

ngày sinh nhật giống nhau bởi vì chỉ có tất cả 366 ngày sinh nhật khác nhau.

(ii) Trong kỳ thi học sinh giỏi, điểm bài thi được đánh giá bởi một số nguyên

trong khoảng từ 0 đến 10. Theo nguyên lý chim bồ câu, trong số 12 học sinh

chắc chắn tìm được hai học sinh có kết quả thi như nhau

Nhận xét 1.3.2. Nguyên lý này được vận dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau

để chỉ ra sự tồn tại một đối tượng với tính chất nào đó. Cái khó của việc vận

dụng nguyên lý này là trong bài toán đang xét thì cái gì được coi là lồng và cái

gì được coi là chim bồ câu.


